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  תכונות של פונקציות אנליטיות 

  משפט ליוביל: 

אם  f z ליטית בªקציה שלמה (אªהמישור המרוכב כלפו  ( 

0M(כלומר קיים   בכל המישור המרוכב וחסומה  כך ש     z f z M  (  

אז  f z 
  פוªקציה קבועה.

  
 אפס מבודד:

 ª0zק' 
תקרא אפס מבודד של  f z  0אם קיימת סביבה שלz בה  f z  הªאי

  .0zמתאפסת, פרט לªקודה 

  

 מבודד:לא אפס 

 ª0zק' 
תקרא אפס לא מבודד של  f z  ההגדרה הקודמת לא מתקיימת וזה אם

0 קיימת סדרת ªקודות שוªותששקול לכך 
n

nz z עבורה   0nf z  לכלn
  

  

 משפט האפסים:

 אם :ª1יסוח  f z
 

   Uאªליטית בקבוצה פתוחה וקשירה 

 -  לויש                f z  ב  אפס לא מבודדU  אז  0f z .  

 אם :ª2יסוח  f z
 

קיימת סדרת ªקודות ו Uאªליטית בקבוצה פתוחה וקשירה 

0 א. כך ש:   U - ב  nz שוªות
n

nz z   

 ב.                                         0nf z  לכלn   

0z ג.                                        U   

אז   0f z . בU.  
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 עקרון היחידות:

 אם   ,f z g z
 

  Uת בקבוצה פתוחה וקשירה ואªליטי

0 כך ש: א.  U - ב  nz קיימת סדרת ªקודות שוªותו
n

nz z   

 ב.                                                                             n nf z g z לכלn   

0z ג.                                                                            U   

אז    f z g z.  בU.  

  
  

 הגדרת מקסימום מקומי:

 ª 0zקודה
 שלמקומי תקרא מקסימום  f z אם ורק אם  

0 קיים   כך ש-    0f z f z  לכל 0z B z  קודה (כלומרª0בסביבת הz(
  

 הערה:   0 0|B z z z z      

  
  

 :מוחלטהגדרת מקסימום 

 ª 0zקודה
 של מוחלטתקרא מקסימום  f z  בתחוםU אם ורק אם  

    0f z f z  לכלz U. ) בכל התחום כולוכלומר(
  

  
  

 ):1עקרון המקסימום (גרסה 

אם  f z
 

   D שאיªה קבועה בקבוצה פתוחה וקשירהאªליטית 

 - לאז  f z  מקסימום מקומי ב איןD  

0z(כלומר לא קיימת ªקודה  D  כך ש   0f z f z  ה מספיק שלª0בסביבה קטz(  

 

 ):2עקרון המקסימום (גרסה 

אם  f z
 

וקיים ל  D פתוחה וקשירה בקב'אªליטית  f z  מקסימום מקומי בD  

0z(כלומר קיימת ªקודה  D  כך ש   0f z f z  ה מספיק שלª0בסביבה קטz(  

אז  f z.קבועה 
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 ):3עקרון המקסימום (גרסה 

אם  f z
 

  U השפה ורציפה על Uבקבוצה פתוחה קשירה וחסומה אªליטית 

אז המקסימום המוחלט של  f z  בU  מתקבל על השפהU כלומר ,  

   max max z Uz U
f z f z


  

: אם 1הערה  f z קודה בª קבועה, אז כלU  ,קודת מקסימום מוחלטª היא  

 בפרט ªיתן להגיד כי המקסימום המוחלט מתקבל על השפה.            

: אם 2הערה  f z ה קבועה, אז מגרסהªובע כי המקסימום המוחלט מתקבל  1איª               

כלומר ªיתן לרשום  על השפה. רק                 max z Uf z f z  לכלz U  

התªאי ש : 3הערה  f z  רציפה על השפהU .יתן לוותר עליוª הכרחי ולא  

ח למשל אם ªיק                1

1
f z

z



 -ו   1U z    

 -אז ל                f z .אין מקסימום על השפה  

  בעזרת עקרון המקסימום ªיתן להוכיח את עקרון המיªימום, אך לשם כך : 4הערה 

צריך לדרוש בªוסף כי                 f z  ימי. מקבלים את אותםªלא תתאפס בתחום הפ   

 - גרסאות בדיוק אך עם הדרישה הªוספת שה                f z  בתחום  מתאפסתלא  

  ).להוכחה 6ראו תרגיל הפªימי (               
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  משפט ליוביל

  שאלות

ª תון כי )1 f zשלמה ומקיימת     sin 2z z z f z    .  מצאו את f z  

 

עבורו  z הוכיחו כי קיים )2 cos 1z  ע"י משפט ליוביל  

 
ª fתון כי  )3 u iv   קציה שלמה כך שªפו-  , 0v x y   לכל ,x y 

הוכיחו כי  f z קציהªו בפוªªקציה קבועה. רמז: התבוªפו   i f zg z e   

 
 מצאו את כל הפוªקציות השלמות )4 f z u iv ,  0 המקיימותu )לכל z(.  

רמז: התבוªªו בפוªקציה  f ze.  
  

 מצאו את כל הפוªקציות השלמות )5 f z u iv ,  0 המקיימותu )לכל z(.  

רמז: התבוªªו בפוªקציה  f ze.  
  

 מצאו את כל הפוªקציות השלמות )6 f z u iv ,  0המקיימותv  )לכל z(.  

  

ª תוªה פוªקציה שלמה )7 f z,  המקיימת  1f z  לכל z.  

הוכיחו כי  f z .קבועה  

רמז: התבוªªו בפוªקציה 
 
1

f z
.  

  

 מצאו את כל הפוªקציות השלמות )8 f z u iv ,  0המקיימותv  )לכל z(.  

רמז: התבוªªו בפוªקציה  i f ze .  

 
הוכיחו כי כל הפוªקציות השלמות  )9 f z, המקיימות 

 
4

5  4 5z f z z    .קציות קבועותªהן פו 

  

ªתון כי  )10 f z המקיימת  ,שלמה   Re  zz f z e  .  

- כך ש ,מרוכב Cהוכיחו שקיים קבוע       zz f z C e   .  
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ªתון כי  )11 f z המקיימת  ,שלמה 0 0f  ו- 1 1f .  

- כך ש ,מרוכב Cהוכיחו שקיים   2f c . 

 
ªתון כי   )12 f z המקיימת  ,שלמה lim 2

z
f z


 הוכיחו כי .  2f z . 

 
ªתון כי  )13 f z u iv  0המקיימת  שלמהu v   לכלz 

הוכיחו כי  f z .קציה קבועהªפו  

  

ªתון כי  )14 f z u iv  המקיימת  שלמהu v  לכלz 

הוכיחו כי  f z .קציה קבועהªפו  

  

האם קיימת פוªקציה אªליטית בתחום  )15 \ 0   כך ש 

    1
\ 0         z f z

z
  ? 

  הערה: ªיתן להשתמש במשפט רימן

אם  g z  קובה שלª ליטית בסביבהª0אz וחסומה שם  

  טית שםכך שתהיה אªלי ª0zיתן להגדיר אותה ב אז 

  

 הוכח או הפרך: אם )16 f z ה קבועה אז קיים שלמהªשאי z 

 כך ש    2
Re f z f z.  

  

 הוכיחו כי אם )17 f z ה קבועה שלמהªה אז שאיªהתמו  f   צפופה ב 

Aהגדרה: קבוצה     תקרא צפופה ב  0אם ורק אם לכלz  
0Rולכל                         

 
מתקיים  0 ,D z R A    

 
  

ידוע כי קיימת פוªקציה   )18     : \ ,0 0,1T z D   ליטית המקיימתªא

 ' 0T z   לכל \ , 0z . 

הוכיחו כי כל פוªקציה שלמה   f z  המקיימת   \ , 0f z    לכלz 
  היªה פוªקציה קבועה. 

  

ªªיח כי  )19 f z  שלמה ומקיימת     1f z f z f z i    לכלz 

הוכיחו כי  f z .קבועה  
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  תשובות סופיות

1(  
 sin

0

    1 0

z
z

f z z
z


 

 

 

 הוכחה )2
 הוכחה )3
 הפוªקציה הקבועה )4
 הפוªקציה הקבועה )5
 הפוªקציה הקבועה )6
 הוכחה )7
 הפוªקציה הקבועה )8
 הוכחה. )9

 הוכחה. )10
  הוכחה. )11

  הוכחה. )12

  הוכחה. )13

  הוכחה. )14

  לא קיימת. )15

 הוכחה. )16
  הוכחה. )17

  הוכחה. )18

  הוכחה. )19
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  עקרון היחידות

  שאלות

הוכיחו כי אם  )1  f z שלמה ומקיימת
1 1

    n f
n n

    
 

,  אז  f z z.  

  

ªªיח כי  )2  f z ליטית בªא-  1D z z   ומקיימת
1 1

    
1

n f
n n

      
. 

מצאו את   f z.  

  

ªªיח כי  )3  f z ליטית בªא-  |  1.5D z z ,  

ומקיימת 
1

1 1
     

2 2 0.5z

nz
n f dz

n i nz 

        .  

מצאו את   f z.  

  

כמה פוªקציות אªליטיות  )4  f z ב-  1D z z  ,  

 מקיימות
1 2

2 :   
3 1

n f
n n

     
?  

 

מצאו את כל הפוªקציות האªליטיות  )5  f z ב-  |  1D z z  ,  

 המקיימות 1
4      sinn f n

n
    

 
. 

 

את כל הפוªקציות האªליטיות (אם ישªן) מצאו  )6  f z ב-  |  1D z z     

 המקיימות

                              

1
       2

1 1      
1

      2 1
2

n k
nn f

n
n k

n

       
    

 

. 

  

 

 

 

 



  

  

  
    
    
 

  
  www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוªי וידאו היכªסו ל  

  .  Guy86222@gmail.com  © גיא רוטמן –כתב ופתר   
  

 , Dהוכח או הפרך: לא קיימת פוªקציה אªליטית בעיגול היחידה הפתוח  )7
 , שאיªה פוªקציית האפס..D בעלת איªסוף אפסים ב                                    

 

1ום הוכח או הפרך: קיימת פוªקציה אªליטית בתח )8 3z  

1ממשי המקיים  x כך שלכל                                     3x  מתקיים  3
f x x

 
  

ªתוªות  )9   ,f z g z ליטיות בתחוםªאD  ויהיו,a b D 

 הוכיחו כי אם      0f z a g z b    לכלz D אז בהכרח  

                               f z a או g z a  

  

ªªיח כי  )10 f z ליטית בתחוםªא 0 ,D z R  0עבורz 
 

0R  - ו   

ªª יח בªוסף כי 0' 0f z  0. הוכיחו כי קייםr  כך ש  

                             
     

00 0

2 1

' z z r

i
dz

f z f z f z



 


 

  
  לדלג) –(מי שלא למד עדיין  הערה: תרגיל זה דורש שימוש במשפט השארית

  

 הפרך:הוכח או  )11

ªסמן  | 0 1D z z    יח כיªª . f z  ליטית בªאD
 

 כך ש  
1

f n
n

   
 

 

1nלכל    וכי f z  0בעלת קוטב בz   

אז בהכרח   1
f z

z


 
zלכל  D

 
   
  לדלג) –(מי שלא למד עדיין הערה: תרגיל זה דורש ידע על ªקודות סיªגולריות           

  

 הוכח או הפרך: )12
ªתוªה  f z ליטית בתחוםª1אz   תון כי לכלªו 1,z  מתקיים ש

  
           f z ממשי. אז בהכרח גם לכל , 1z    מתקיים ש  f zממשי  
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ªªיח כי  )13 f z 1רציפה בz   ומקיימת
2

1 1
f

n n
   
 

0 -ו 
2

i
f
   
 

 

הוכיחו כי  f z  ליטית בªה אª1איz  
  

  
  

 (אתגר) )14

ªªיח כי  f z רציפה ב 0,1D  ליטית בªוא 0,1D המקיימת 

                               
 1      1z f z   

הוכיחו כי יש מספר סופי בלבד של ªקודות ב         0,1D  בהן f z  .מתאפסת  

וייארשטראס -זרו במשפט בולצאªו יערמז: ה       
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  תשובות סופיות

 הוכחה. )1

2(  
1

z
f z

z



 

3(  f z z 

4(   6
1

z
f z

z



 

5(   0f z  

  לא קיימות כאלו פוªקציות. )6
  

הפרכה. דוגמא ªגדית:  )7  sin
1

f z
z

    
  

  לא קיימת כזו פוªקציה. )8

  הוכחה )9

  הוכחה )10

  הוכחה )11

  הוכחה )12

 הוכחה )13
  הוכחה )14
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  עקרון המקסימום והמינימום

  שאלות

מצאו (אם קיים) ערך מקסימלי של  )1 f z,  כאשר  2zf z e  

בתחום   |  1D z z .  

  

מצאו (אם קיים) ערך מקסימלי של  )2 f z,  כאשר  2zf z e  

בתחום   |  3D z z .  

  

מצאו (אם קיים) ערך מקסימלי של  )3 f z,  כאשר   cosf z z  

בתחום      |  0 Re 2  ,  0 Im 2D z z z     .  

  

מצאו (אם קיים) ערך מקסימלי של  )4 f z,  כאשר  2zf z e  

 ואת כל הªקודות בהן הוא מתקבל
  

 תהי )5 f z ליטית בעיגולªאz R  ומקיימת        z R f z a    

הוכיחו כי אם  0f a  אז בעיגולz R  יש לפחות אפס אחד של f z 
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  :המיªימוםהוכיחו את עקרון  )6

 
 ):1(גרסה            

אם             f z
 

   U בקבוצה פתוחה וקשירה ואיªה מתאפסת איªה קבועהאªליטית, 

 - לאז             f z  ימוםאיןªמקומי ב  מיU
  

 ):2(גרסה            

אם            f z
 

  שם איªה מתאפסת , U פתוחה וקשירה וצהבקבאªליטית 

קיים ל ו           f z ימוםªב  מקומי  מיU  אז f z.קבועה 

 ):3(גרסה            

אם            f z
 

  שם איªה מתאפסת , Uבקבוצה פתוחה קשירה וחסומה אªליטית 

המוחלט של  המיªימוםאז . U השפה ורציפה על          f z  בU  מתקבל על השפה  

        U כלומר ,  

   min min z Uz U
f z f z


  

 
 תהי  )7 f z ליטית בª1אz  .ה מתאפסת שםªיח שאיªªו 

ªª 1zיח גם כי לכל    מתקיים  1f z   

א. הוכיחו כי  f zקבועה  

ב. האם סעיף א' ªכון גם ללא הªחה ש  f z ה מתאפסת בª1איz ?  

  

 (עקרון המקסימום לפוªקציות הרמוªיות) )8
ªªיח כי  f z u iv   ליטית בתחום קומפקטיªא

 
הוכיחו כי  ,u x y   מקבלת ערך מקסימלי על השפה

 
 

 (עקרון המיªימום לפוªקציות הרמוªיות) )9
ªªיח כי  f z u iv   ליטית בתחום קומפקטיªא

 
הוכיחו כי  ,u x y   ימלי על השפהªמקבלת ערך מי 

 

ªª  יח גם כי )10   ,f z g z  ליטיות בªא | 1D z z   

ªª1zיח כי לכל    מתקיים   Re Ref z g z       
כך ש  cהוכיחו כי קיים קבוע    f z g z c   לכלz D
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 יהי  )11 
0

k n
k

k
k

p z a z




  ום ממעלהªפוליn )0na ( 

ª1zתון כי לכל    מתקיים  1p z 
 

1zהראו כי לכל    מתקיים  n
p z z  

הראו כי הפוªקציה  רמז:  1nf z z p
z

   
 

היא פוªקציה שלמה ומצאו לה  

  דיסק היחידהחסם 

אם  -  במשפט רימןªיתן להשתמש  הערה: f z  קובה שלª ליטית בסביבהªא

0z  והגבול 
0

lim
z z

f z


קיים וסופי אזי   f z  ליטית גם בª0אz   

במידה וªגדיר    
0

0 lim
z z

f z f z


.
  

  

0R יהי  )12   יח כיªªו f zליטית בתחוםªא 

                                                      | ,A z x iy R x R R y R         
  ªסמן את שפות התחום כך:

          

   
   

1 3

2 4

|                |

|                |

l z R iy R y R l z R iy R y R

l z x iR R x R l z x iR R x R

            

            

  הוכיחו כי

         
          

1 2 3 4

1
0 max max max max

4 l l l lf f z f z f z f z   
 

רמז: התבוªªו בפוªקציה           1

4
g z f z f z f iz f iz        

  (אתגר)  )13
   הוכיחו כי משפט ההעתקה הפתוחה: 

 -קבוצה פתוחה ו  Aאם        f z ליטית ולא קבועה בªאA
 

אז התמוªה  f A.פתוחה 
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ª סמן  )14   0,1 | 1D z z  יח כיªªו  

א)  f z הולומורפית ב 0,1D 

ב) לכל  0,1z D  מתקיים  1f z  

ג)  0 0f   

הוכיחו כי  f z z  לכל 0,1z D  וכי ' 0 1f  ואת ההערה הבאה  

הערה:  אם בªוסף ידוע כי קיימת ªקודה  0 0,1z D(ה אפסªשאי)  

כך ש                          0 0f z z  אז קיים קבועc  כך ש f z c z   

 

ªª יח כי )15 f z  הולומורפית בתחום   0,1 | 1D z z   

ומקיימת   1f z  1 לכלz  

ªª יח בªוסף כי  0f z  0 אם ורק אםz  

 -כך ש  k -ו  c הוכיחו כי קיימים קבועים  kf z c z  

  הערה: ªיתן להשתמש בעקרון המיªימום      
  

 (ªכון או לא ªכון) )16

ªגדיר  |1 2A z z     יח כיªªו f z ליטית בªאA ורציפה בA 

  ªתון כי

                                       
 
 

1           1

2          8

z f z

z f z

  

  
  

אזי בהכרח   3
f z z   לכלz A 

  

ªªיח כי  )17 f z ליטית בª1אz  ימתומקי 

א)     Im 0, 1            1z z z f z     

ב)     Im 0, 2            3z z z f z      

הוכיחו כי  0 6f   

רמז: התבוªªו בביטוי    f z f z 
  

0rיהי  )18  גדירª . |rC z z r    1ויהיו,..., n rz z C 

rzכי קיים  הוכיחו  C  כך ש
1

k n
n

k
k

z z r




  
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  תשובות סופיות

 לא קיים. .1
2. 9e 
3.  cosh 2 

4.    1 1f f e   

 הוכחה .5
 לא קיים. .6
 א) הוכחה      ב) לא .7
 הוכחה .8
 הוכחה .9

 הוכחה .10
 הוכחה .11
 הוכחה .12
 הוכחה .13
 הוכחה .14
 הוכחה .15
 ªכון .16
 הוכחה .17
 הוכחה .18


